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9.3.2最′」｀化重建误差

从低维投影重建（即‘‘编码ˉ解码’’）的角度’ PCA的第二种解释是最小化重建

的高维数据与原始数据之间的误差°

具体地’记R尸中的＿组标准正交基为U＝｛尸1》尸2’…’似′｝’其满足性质

〃J〃j＝I（6＝j）。由丁这组正交基是完备的’该内积空间中的任意-点峦铡都可以用
p

它们的线性组合表示延厕＝∑α铡愈此′两边同时左乘仙J,可以得到α狐‘＝泌孤屿,因
j＝1

此每个数据奶门有如下的正交展开;

徊

“抛＝∑（z∏化）队协 （9.18）
j＝1

上述表示是准确并投有误差的°降维的目标是将数据投影到d维子空｜冈中·这里

选取前α个正交基向量作为投影方向,构建＿个子空间°因为α＜p’所以这种投影

是存在信息丢失的°对于误差项’我们也用＿个线性空间表示’即使用剩余的p-α

维l胎交基的线性组合表示’同时假设误差项与具体数据无关—这＿点与第3章介绍

的线性回归模型类似°基于此’我们构建了＿个误差模型:

d p

露测＝∑z臃愈〃』＋∑b‘腆俞》 （9.19）
‖＝1 j＝d＋1

其中b0为全部数据共享的系数’即误差项°与数据无关的项-般称为“全局项’’,相

应地’与数据有关的项称为局部项°为了尽量多地保留信息’我们最小化里建数据与

原始数据之间的误差,即

删′;≡六言｜｜…｜｜｀ （9.20）

假设在正交基U给定的情况下’通过最优化损失函数,可得到参数Z、b的解析

形式; z旭＝必∏〃《（j＝1’2》…’仇）、b煎＝冗丁从（它＝α＋1’d＋2』. . .》p）’其中冗为数据
p

的均值。从而重建数据与原始数据的误差可化简为鳃＂—元’』＝∑｛（腿鹏—露）丁队‘｝〃愈’
《＝α＋1

可见误差就是数据关于均值的偏移量任被约减的维度上的投影°
Ⅳ p p

代入目标函数,可得J＝∑∑（露】〃‘＿…）2＝∑〃Js化.因此,求解
冗＝1t＝α＋1 6＝α＋1

U简化为最优化问题:

p

minJ＝∑队JS严′ （9。21）
U

j＝d＋1

s血严J尸j＝I（《＝j）.

该形式我们在9.3.1节中已经见过,唯＿不同的是这次我们要找误差的最小值』因此

要选择特征值较小的p-d个特征向量作为被约减的维度.于是’用作投影映射的前
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